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В статье дается обзор основных этапов моделирования различных типов лазеров на 

свободных электронах и других близких по физическим принципам вакуумных 

электронных устройств. Рассмотрены физические принципы работы и математиче-

ские модели, описывающие лазеры на свободных электронах, объемные лазеры на 

свободных электронах и другие вакуумные электронные приборы. Дан обзор из-

ветсных компьютерных программ, разработанных для математического моделиро-

вания таких приборов, а также рассмотрены проблемы их валидации и верифика-

ции. 
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1. Введение 

Статья посвящена обзору основных этапов моделирования различных 

типов лазеров на свободных электронах и других близких по физическим 

принципам устройств вакуумной электроники. Эти этапы хорошо известны 
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[1]: формулировка и понимание физической теории устройства и его физи-

ческой модели, разработка системы математических уравнений, называемой 

математической моделью, создание компьютерного кода, его валидация 

иверификация, проведение компьютерного моделирования и обработка 

численных результатов моделирования. 

И если с формулированием физических и математических моделей все 

достаточно понятно [1–4], то проблемы валидации и верификации компью-

терных кодов вызывают зачастую затруднения у читателей. Поэтому сдела-

ем небольшой экскурс в эту проблему. 

С конца прошлого века в процессе бурного развития современной ком-

пьютерной техники и взрывного увеличения объема программного обеспе-

чения, разработки большого количества сложных компьютерных программ 

для применения в различных областях науки, техники, экономики и т.д. 

возникла насущная проблема в решении вопросов валидации и верифика-

ции программного обеспечения (ПО), в том числе ПО для потребностей мо-

делирования физических процессов и явлений, а также обработки больших 

объемов экспериментальных данных, полученных на крупнейших экспери-

ментальных установках мира. В связи с этим ряд ведущих научных, техни-

ческих профессиональных и военных учреждений, в том числе Институт 

инженеров электротехники и электроники (IEEE), Министерство обороны 

США, Американский институт аэронавтики и космонавтики (IAAA) сфор-

мулировали подходы и разработали руководства и стандарты [5–7] по про-

блемам моделирования, верификации и валидации систем, программного и 

аппаратного обеспечения. Также опубликовано большое количество науч-

ных работ на данную тему [8–10], в том числе известные монографии [1–4] 

и др. 

Под верификацией понимается процесс определения того, насколько 

реализация модели точно представляет концептуальное описание модели и 

решение модели. Под валидацией понимается процесс определения степени, 

в которой модель является точным представлением реального мира с точки 

зрения предполагаемого использования модели. Иными словами – при ве-

рификации задается вопрос: «Правильно ли мы создаем программный про-

дукт?», то есть соответствует ли ПО его спецификации. При валидации за-

дается вопрос: «Правильный ли продукт мы создаем?». То есть – выполняет 

ли ПО то, что действительно требуется пользователю. Авторы [2] подчер-

кивают, что сам автор программы должен быть уверен в ней и знать грани-

цы, в пределах которых она должна работать. И эта уверенность должна 

быть реальной, а все составные части программы (например, движение ча-



Математическое моделирование различных типов лазеров на свободных электронах  3 

стиц, моделирование полей и т. д.) должны тестироваться отдельно для по-

лучения предсказуемых результатов. 

Теперь рассмотрим физические принципы работы различных типов 

лазеров на свободных электронах (ЛСЭ). 

 

2. Квазичеренковская неустойчивость релятивистских электронных 

пучков в пространственно-периодических средах 

 Известно, что при движении электронов в среде, в которой фазовая 

скорость электронов превышает фазовую скорость электромагнитных волн, 

возникает индуцированное черенковское излучение, открытое в 30-х годах 

XX века [11, 12]. Суть данного явления состоит в следующем.  

Пусть на электрон, прямолинейно равномерно движущийся по закону  

s = ut, где u – скорость электрона, в среде действует электрическое поле с 

силой, пропорциональной exp( ( ))i tku , где  и k – соответственно часто-

та и волновой вектор электромагнитной волны. Если в среде фазовая ско-

рость электромагнитной волны меньше фазовой скорости электрона, то на 

каких-то частотах   будет выполнено условие Вавилова-Черенкова [11]: 

 0  ku .                                                                                                 (1) 

При его выполнении действующая на электрон сила будет постоянной. 

Электрон либо ускоряется, либо тормозится в поле волны, соответственно 

либо поглощая, либо излучая энергию на частоте .  В том случае, когда 

вместо одного электрона имеется электронный пучок, излучение (поглоще-

ние) становятся коллективными – индуцированными. Если электроны не-

много обгоняют волну, то происходит передача энергии направленного 

движения электронов пучка полю волны, т. е. усиление волны или индуци-

рованное черенковское излучение. 

 В [13, 14] впервые предложено явление квазичеренковской неустой-

чивости пучка релятивистских заряженных частиц, движущихся в трехмер-

ной пространственно-периодической среде. В случае, когда такой средой 

является естественный  монокристалл, в котором величина пространствен-

ного периода определяется периодом кристаллической решетки, испускае-

мое квазичеренковское излучение имеет длину, сравнимую с межатомными 

расстояниями, т. е. принадлежит рентгеновскому диапазону. Основой для 

формирования такого излучения является динамическая дифракция фото-

нов в трехмерной периодической среде [15].  
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Динамическая дифракция излучения в кристалле изменяет собствен-

ные состояния рентгеновских фотонов и делает возможным выполнение че-

ренковского условия вблизи частоты B, для которой выполняется брэггов-

ское условие [15]. В кристалле вблизи выполнения брэгговского условия 

происходит расщепление фотонной дисперсионной кривой на n ветвей при 

многоволновой дифракции [16]. В этом  случае при определенных значени-

ях параметров дифракции некоторые показатели преломления становятся 

больше единицы. Для этих ветвей возможно выполнение черенковского 

условия (1), хотя в обычных случаях в рентгеновском диапазоне показатель 

преломления 2 2( ) 1 / (2 )Ln      меньше единицы (
2

2 4 e
L

e

e n

m


    плаз-

менная частота среды).   Таким образом, в интервале частот 310
B






  

вблизи B генерируется спонтанное излучение, имеющее высокую спек-

тральную и угловую плотность.  

Соответствующий механизм спонтанного рентгеновского излучения 

релятивистскими заряженными частицами в кристаллах – параметическое 

рентгеновское излучение (ПРИ) был предсказан и теоретически изучен в 

[17–20], экспериментально обнаружен в [21].  В этих работах показано, что 

параметрическое квазичеренковское излучение сконцентрировано в узком 

интервале частот в отличие от обычного оптического черенковского излу-

чения. Детальный анализ рентгеновского излучения, образуемого равно-

мерно движущейся в кристалле заряженной частицей, позволил сделать вы-

вод о том, что рассматриваемое излучение имеет такую же природу, что и 

излучение Вавилова-Черенкова [22].   

В дальнейшем было показано, что принципы ПРИ справедливы для 

всех частотных диапазонов. В этом случае следует говорить о квазичерен-

ковской неустойчивости. Взаимодействие релятивистских пучков происхо-

дит в этом случае в искуственных пространственно-периодических средах с 

величиной пространственного периода, пропорциональной длине волны 

испускаемого квазичеренковского излучения [23–26]. 

ПРИ находит практическое применение для получения направленных 

пучков монохроматического рентгеновского излучения с плавно перестраи-

ваемой частотой. В качестве другого направления использования ПРИ в [27, 

20] предложено исследовать структуру кристалла с его помощью, т. к. ана-

лиз частотного спектра излучения позволяет определить все структурные 

амплитуды кристалла.  
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В начале 80-х годов было предложено использовать механизм ПРИ для 

создания нового типа лазера на свободных электронах – объемного пара-

метрического квазичеренковского ЛСЭ (ОЛСЭ) [18, 19]. 

 

3. Лазеры на свободных электронах 

ЛСЭ – устройства, которые для усиления электромагнитного или гене-

рации когерентного излучения используют электронный пучок, проходя-

щий через поперечное периодичное магнитное или электрическое поле, ли-

бо летящий над поверхностью с периодически изменяющейся диэлектриче-

ской проницаемостью, колеблющийся и излучающий под действием внеш-

него электромагнитного поля [28–30]. Впервые ЛСЭ предложены теорети-

чески в начале 70-х годов XX века [31, 32].  Результаты первых экспримен-

тов по генерации излучения различных типов ЛСЭ приведены в [33–35]. 

ЛСЭ является эффективным источником излучения. Поскольку длина 

волны излучения зависит от энергии электронов и периода ондулятора или 

вигглера (устройств, в которых электроны движутся по периодической ос-

циллирующей в пространстве траектории), ЛСЭ может быть перестроен по 

частоте. Другой характерной особенностью ЛСЭ является генерация корот-

коволнового излучения в макроскопических системах благодаря использо-

ванию релятивистских эффектов. С конца 70-х годов ЛСЭ стали концепту-

альной альтернативой большинству источников когерентного излучения в 

диапазоне длин волн от рентгеновского до терагерцового [36–41], исполь-

зуясь активно в медицине, материаловедении, физике твердого тела и др. 

областях науки и техники. 

 Как было указано выше, в [18, 19, 23–25] была предложена и разрабо-

тана концепция нового типа ЛСЭ – ОЛСЭ, работа которого основана на 

развитии квазичеренковской неустойчивости релятивистских электронных 

пучков в пространственно-периодических средах, экспериментальное под-

тверждение принципов функционирования которого было проведено в [32–

35].  

Аналогичные процессы происходят в других «родственных» вакуумных 

электронных приборах –  в лампах бегущей волны (ЛБВ), лампах обратной 

волны (ЛОВ), гиротронах и мазерах на свободных электронах и т. д. [46–50], 

основа функционирования которых также заключается в излучении 

электронов, сгруппированных в банчи и взаимодействующих в резонаторе 

(замедляющей системе) с медленными электромагнитными волнами.   

 

4. Математические модели 
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В вышеуказанных теоретических работах линейная стадия развития 

неустойчивости в ЛСЭ, ОЛСЭ, вакуумных электронных приборах теорети-

чески исследована достаточно полно. Нелинейная же стадия развития такой 

неустойчивости может быть исследована только методами математического 

моделирования.  

Математические модели, описывающие нелинейную стадию работы 

ЛСЭ и ОЛСЭ, представляют собой системы многомерных нелинейных 

дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка. 

Понятно, что нелинейная стадия работы таких приборов может быть рас-

смотрена только с использованием численных методов и разработанных на 

их основе компьютерных программ, поскольку аналитически получить ре-

шения таких систем уравнений невозможно.  

В такой системе могут формироваться от одной (проходящей либо об-

ратной) волны до нескольких сильных волн, распространяющихся в общем 

случае под углами друг к другу. 

Для описания электромагнитных полей в теоретической модели 

любого из вышеописанных приборов используются уравнения Максвелла 

[51] в основном с использованием приближения медленно меняющихся 

амплитуд (в английском варианте –  slowly varying envelope approхimation 

(SVEA), впервые использованного в [52]). 

В этом случае решение уравнений Максвелла для электрического поля 

ищется в виде суммы по N сильным электромагнитным волнам, 

формируемым в системе: 

( )

1

j
N

i t
j

j

A e




 
k r

E , 

где Aj – амплитуды электромагнитных волн, kj – соответсвующие им волно-

вые векторы,  – частота, i – мнимая единица.  

Системы уравнений для моделирования ЛОВ, ЛБВ, ЛСЭ и других ва-

куумных электронных приборов могут быть найдены в работах [50, 53, 54] 

и многих других. В упрощенном виде в качестве такой общей системы 

уравнений часто используется следующая известная система нестационар-

ных генераторов обратных волн (ЛОВ). Здесь в системе формируется одна 

(обратная, движущаяся в противоположном электронному пучку направле-

нии) волна, зависящая от одной пространственной координаты z:  
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где θ описывает фазу электронов пучка, A – амплитуда электромагнитной  

волны,  и τ – нормированные переменные z и t. Система (2–3) универсальна 

в том смысле, что она сохраняет свой вид после нормировки для широкого 

диапазона электронных устройств (ЛCЭ, ЛОВ, ЛБВ и т.д.).  

В мазере на свободных электронах [55] рассматриваются четыре 

связанные волны в системе: две волны – прямая и обратная, зависящие от 

координаты z,  – A+ и A-, и две волны – прямая и обратная, зависящие от 

координаты x – B+ и B-).В этом случае система будет содержать 

соответствующее количество уравнений типа (2) с дополнительными 

членами, описывающими связь между волнами, следующего вида:  

( ) ,

( ) 0,

( ) 0,

A A i B B J

A A i B B

B B i A A

  
 

  
 

  
 

   

   

   

  
     

  

  
     

  

  
     

  

                                               (4) 

где ,  и τ – нормированные переменные x, z и t. , ,  – системные коэф-

фициенты. 

 

  

Рис. 1.Схема двухволнового ОЛСЭ в геометрии Брэгга  

В этом случае решение уравнений Максвелла для электрического поля 

ищется в вид 
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Рассмотрим простейшую математическую модель двухволнового ОЛСЭ 

в т. н. геометрии Брэгга (см. рис. 1). Пусть электронный пучок со скоростью 

u «падает» под некоторым углом на полубесконечную пространственно-

периодическую мишень (резонатор) толщиной L. Одновременно на мишень 

может падать плоская электромагнитная волна с частотой   и волновым 

вектором  k. Если эта волна находится в условиях дифракции 2k+
2
  0 [3, 

9], то в мишени образуется дифрагированная волна с волновым вектором k 

= k + , где  – вектор обратной решетки мишени [9].  

В случае моделирования, например, двухволнового ОЛСЭ из уравне-

ний Максвелла получается система уравнений для двух сильных волн – 

проходящей и дифрагированной, образующихся в системе вследстве дина-

мической дифракции с амплитудами A1 и A2, а также (t, z, p), описывающей 

фазу электронов. Волны распространяются под некоторыми углами друг 

относительно друга. Система может быть записана в обобщенном виде без 

уточнения  коэффициентов следующим образом [56]: 

 
2

( , , ) ( , , )1 1
1 11 1 12 2 2

0

2 2
2 21 1 22 2

2
,

8

0,

i t z p i t z pE E p
b c E c E e e dp

t z

E E
b c E c E

t z


 



    
    

 

 
   

 


     (5) 

 
32

( , , )
12

( , , ) ( , , )
Re ( / , ) e ,i t z p

z
t z p t z p

k E t z u z
zz

   
    

 
                 (6) 

1 2( ,0) 0, ( , ) 0,

( ,0, )
, ( ,0, ) ,

0, [0, ], [ 2 ,2 ].

E t E t L

t p
t p p

z

t z L p




 

 


  



   

 

В (6) динамика электронного пучка моделируется усреднением по фа-

зам влета электронов в область взаимодействия. Этот метод [50] хорошо из-

вестен и широко применяется для расчета ЛБВ, ЛОВ, ЛСЭ и других элек-

тронных приборов. Он также хорошо работает при моделировании динами-

ки пучка в ОЛСЭ. Но в отличие от (3), где электронная динамика определя-

ется только временем влета электрона в резонатор, в (6) учтено влияние на 

динамику электрона пространственной поперечной точки его влета в об-

ласть взаимодействия при z = 0. Именно благодаря усреднению по двум фа-

зам – моменту влета и поперечной координате влета электронов – в ОЛСЭ 

удалось промоделировать тонкие эффекты в области вырождения корней 

дисперсионного уравнения и при синхронизме нескольких мод с пучком. 
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Другие математические модели ОЛСЭ исследовались в [57, 58], где в пер-

вой работе электронный пучок рассматривался в гидродинамическом при-

ближении, а во второй – в виде функций распределения.   

Отметим, что ОЛСЭ с одной волной (случай системы (2–3)) не суще-

ствует, поскольку минимальное количество волн для реализации динамиче-

ской дифракции – две. Модели многоволновых ОЛСЭ рассмотрены в [58– 

60]. Разностные схемы решения (2)–(3) без учета дисперсии предложены в 

[10].  

Как показано в [5], дисперсия электромагнитных волн в сеточном резо-

наторе ОЛСЭ, выражающаяся в связи диэлектрической проницаемости ре-

зонатора и частоты излучения , зависит от материала, толщины нитей, пе-

риода их натяжения и других факторов и должна учитываться при модели-

ровании ОЛСЭ. Система без учета дисперсии получена в [10]. Система с 

учетом дисперсии [11] может быть записана в обобщенном виде без уточ-

нения  коэффициентов (2). Коэффициенты , , 1,2,ija i j   описывают диспер-

сию волн и могут варьироваться от пренебрежимо малых значений до вели-

чин, сравнимых с единицей. В последнем случае, очевидно, что дисперсией 

пренебрегать нельзя.  
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и преобразуем ее: 
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Запишем разностную схему решения (4) на равномерных сетках в обла-

сти  {0 } { 0}z L t   :  { 0 1 }z m z zz mh m … M Mh L           и 

{ 0 1 }t l tt lh l …        с использованием идей многокомпонентного метода 

переменных направлений, предложенных для систем гиперболических 

уравнений в [12]: 
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В (9) векторы E
1
 и E

2
 – две разностные компоненты вектора амплитуд полей E. В 

качестве результата берется их полусумма. Знак ―~‖ означает соответствующие направ-

лению распространения волн левые и правые разностные производные, а также полу-

сумму в соседних узлах разностной сетки по z для слагаемых CE и GE.  (5) является 

схемой полной аппроксимации. На достаточно гладких решениях она имеет первый по-

рядок аппроксимации по времени и пространству.  

 

 

 
Рис 2. Временная зависимость проходящей (нижние кривые) и дифрагированной (верх-

ние кривые) волн для толщины нитей резонатора 0.02, 0.04, 0.06, 0.08 см (рисунки слева 

направо, сверху вниз). Красные кривые – моделирование без учета дисперсии, синие кри-

вые – с учетом дисперсии 

5. Компьютерные коды для моделирования ЛСЭ 

Для численного решения рассмотренных математических моделей 

используются различные численные методы [1–4]. В [61–63] на конкретных 

примерах демонстрируется, что применение численных методов на ЭВМ 

дает возможность использования сложных нелинейных моделей, охватыва-

ющих все существенные черты исследуемого процесса для широкой обла-

сти изменения физических параметров. При этом появляется возможность 
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получить полное количественное описание данного процесса. В таких ис-

следованиях, основанных на вычислительных экспериментах, решающую 

роль играет дискретизация построенной математической модели.  

В моделировании часто используется метод крупных частиц [2, 3], 

используемый для исследования динамики взаимодействия заряженных ча-

стиц  с полем. В рамках метода крупных частиц используется феноменоло-

гическое упрощение модели сплошной среды путем замены ее системой ча-

стиц. 

При решении нестационарных электродинамических задач для элек-

тромагнитных полей, в том числе полной системы уравнений Максвелла 

широко используется метод конечных разностей во временной области – 

разностная схема с перешагиванием на прямоугольных сетках со сдвигом (в 

английском варианте это метод FDTD (Finite-difference time-domain) или 

схема Yee) [64, 65].  

Разностные методы решения системы (5–6) даны в [56]. 

Для численного моделирования различных вакуумных электронных 

приборов создан целый ряд компьютерных программ [57, 62, 63], в том чис-

ле КАРАТ [67], , MAGIC [68], MAGIC3D [69], Genesis 1.3 [70], Puffin [71], 

Ginger [72], MEDUSA [73], OCELOT [74], OOPIC (Object Oriented PIC) [75] 

и другие.  Также в настоящее время в силу экспоненциального возрастания 

сложности и объема счета большое внимание уделяется проблемам распа-

раллеливания, эффективного использования суперкомпьютеров и распреде-

ленных вычислений на массивах компьютеров. В качестве примера можно 

привести компьютерный код MEDUSA/OPC [76], использованного для пол-

ного моделирования SASE FEL of The Linac Coherent Light Source (LCLS). 

Данные компьютерные программы прошли всестороннюю валидацию 

и верификацию путем обработки и сравнения с реальныим эксперимен-

тальными данными физических установок, а также путем сравнения резуль-

татов моделирования, полученных с использованием разных программ.  

С помощью этих и других программ промоделирована линейная и не-

линейная динамика ЛСЭ [40, 41, 54, 55, 61–67, 70–83] и др. приборов, в том 

числе продемонстрирована их хаотическая природа. 

Для моделирования ОЛСЭ разработан компьютерный код VOLC 

(VOLume Code) [84]. предназначенный для экспресс-моделирования работы 

различных типов ОЛСЭ, в том числе экспериментальных физических 

установок ОЛСЭ НИИ ЯП БГУ. VOLC позволяет моделировать сложную 

трехмерную динамику электронного пучка и распространение 

электромагнитных волн в объемном резонаторе ОЛСЭ. Он всесторонне 
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протестирован, в том числе путем сравнения численных результатов моде-

лирования и известных аналитических решений и успешно применен для 

моделирования разнообразных вариантов ОЛСЭ, а также эксперименталь-

ной установки ОЛСЭ-250 [44, 85–88]. Полученные численные результаты 

имеют разумное согласие с теоретическими и экспериментальными физиче-

скими результатами.  

В результате проведенного моделирования впервые объемные лазеры 

на свободных электронах исследованы с точки зрения нелинейной 

динамики, что важно для повышения эффективности генераторов и 

источников излучения в разных диапазонах. Проведенное математическое 

моделирование подтвердило все основные физические закономерности и 

принципы работы ОЛСЭ. Также показано, что для эффективной генерации 

существует оптимальный набор параметров системы. В ходе численных 

экспериментов получены пороги генерации для установок, эксперименты на 

которых проводились в НИИ ЯП БГУ. Впервые показано, что ОЛСЭ 

является динамической системой c особенностями нелинейной динамики 

генерации, обусловленными нелокальной природой взаимодействия пучка 

электронов с электромагнитным полем в условиях дифракции. В процессе 

исследования хаотической природы ОЛСЭ изучены его пространственно-

временная и фазовая динамика, промоделированы различные динамические 

режимы работы со сложной их трансформацией. 

 

7. Выводы 

В статье дан краткий обзор проблем и результатов математического  

моделирования различных типов лазеров на свободных электронах, в том 

числе объемных лазеров на свободных электронах, а также родственных им 

вакуумных электронных приборов. В частности, одним из результатом 

математического моделирования ОЛСЭ стало всестороннее исследование 

основных свойств ОЛСЭ как хаотической динамической системы, что 

является важным для реализации в будущих экспериментальных 

исследованиях способов управления хаосом и выбора более оптимальных 

режимов работы ОЛСЭ. 
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